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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ РАСЧЁТА ТРЁХМЕРНОГО  
МАГНИТНОГО ПОЛЯ В АНИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ 

 
С.Н. Кадников д-р техн. наук, И.Е. Сергеева, асп. 

 
Рассматривается методика построения систем сингулярных интегральных уравнений для 

расчета трехмерного статического магнитного поля в анизотропной среде. Получено выраже-
ние для напряженности магнитного поля в однородной анизотропной среде, являющееся обоб-
щением закона Био-Савара-Лапласа. Для полученных систем уравнений доказана единствен-
ность решения, которая достигается путем введения специальных добавочных членов, учиты-
вающих интегральные свойства искомых распределений токов. Показано, что при использова-
нии данных приемов следует учитывать топологические свойства поверхностей. Полученные 
системы уравнений предназначены для расчета полей в трансформаторах реакторов и элек-
трических машин. 

 
Методика построения интегральных уравнений (ИУ) для расчёта поля в кусочно-однородных  

изотропных средах подробно рассмотрена в [1], где предложен ряд вариантов уравнений при различ-
ном расположении источников внешнего поля. В дальнейшем уравнения, полученные в [1], нашли 
широкое применение  для расчёта поля различных электротехнических устройств. В отличие от это-
го, методика построения ИУ для расчёта  статического поля в анизотропных средах разработана явно 
недостаточно, не говоря уже об электромагнитном поле.  Практический интерес представляют только 
две модели. Одна из них, приведённая в [1] и предназначенная для расчёта электростатического поля,  
основана на использовании потенциалов простого и двойного слоёв. Это приводит к нестандартной 
структуре уравнений, ядра которых содержат производные потенциала  двойного слоя, что сущест-
венно затрудняет их численное решение. Другая, более продуктивная модель  получена в [2]. Здесь 
для построения ИУ использованы скалярный и векторный потенциалы простых слоёв зарядов и то-
ков, причём скалярный потенциал используется в магнитной анизотропной среде, а векторный – в 
воздухе, где расположена обмотка, т.е. в изотропной среде. Эта модель  с вычислительной точки зре-
ния  гораздо эффективней  первой, однако практические возможности её ограничены. Существуют 
задачи, где источники поля (заданные токи)  расположены в анизотропной  магнитной среде. Напри-
мер, при тепловом пробое изоляции в шихтованном магнитопроводе в области дефекта возникают 
местные токи, собственное магнитное поле которых  может существенно исказить  распределение 
основного магнитного потока. В этом случае для расчёта поля внутри магнитопровода целесообразно 
использовать в качестве расчётной функции векторный потенциал, поскольку построение скалярного 
потенциала для описания магнитного поля вихревых токов приводит к сложным и малоэффективным 
формулам [1]. Векторный потенциал необходимо использовать и при расчёте поля в кусочно-
однородной  анизотропной среде. Такие задачи возникают, например, при расчёте двигателей с по-
стоянными магнитами или постоянных магнитов с составными магнитопроводами. Для решения за-
дач данного типа, перечень которых можно продолжить, необходимо вывести дифференциальное 
уравнение относительно векторного потенциала магнитного поля в  анизотропной среде и найти его 
фундаментальное решение (функции Грина). Этот вопрос представляет определённый теоретический 
интерес, поскольку неизвестно, например, какую форму должен принять в анизотропной среде закон 
Био-Савара-Лапласа – один из основных законов постоянного магнитного поля. 
 Рассмотрим следующую модельную задачу. Магнитное поле в однородной анизотропной среде 
создаётся некоторым распределением постоянных токов с плотностью δ , локализованных в области 

iV , ограниченной поверхностью S . Векторы индукции B  и напряженности H должны подчиняться 
уравнениям  
 rotH ;= δ  (1) 
 divB 0=  (2) 
в области iV  и уравнениям 
 rotH 0;=  (3) 
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 divB 0=  (4) 
в неограниченной области eV , внешней  по отношению к iV . Выберем декартову систему  координат, 
так чтобы оси x,y,z были параллельны  главным осям тензора абсолютной магнитной проницаемо-
сти a 0 ijµ = µ µ , и пусть µ  - диагональный тензор относительной магнитной проницаемости, а x y z, ,µ µ µ  
– его диагональные компоненты (остальные равны нулю). Тогда 
    

0 x x 0 y y 0 z zB i H j H k H .= µ µ + µ µ + µ µ  (5) 

Введём векторный потенциал посредством соотношения B rot A= . Учитывая, что 1
aH B−= µ , из (1) по-

лучаем уравнение относительно A   
 1

a 0rot rot A .−µ = µ δ  (6) 

 Введя новое  выражение для векторного потенциала 1A A= µ , положим 1div A 0= . (То, что данное 
условие действительно может быть  выполнено, установлено ниже). Тогда, после замены переменных 

x 1 y 1 z 1x x , y y , z z= µ = µ = µ , уравнение (6) можно записать в виде одного векторного уравнения  

Пуассона 
 2 2 2

1 1 1
0 x y z2 2 2

1 1 1

A A A
x y z

∂ ∂ ∂
+ + = −µ µ µ µ δ

∂ ∂ ∂
 (7) 

Решение данного уравнения может быть записано в виде 
 

1q

1p
1q 0 x y z 1p

1V

dV1A
4 R

= µ µ µ µ δ
π ∫  (8) 

 Переходя к исходным координатам x,y,z и функции A , получаем для неё следующее выражение: 
 

( )
i

10,5 p
q 0 x y z p

aV

dV
A

4 R

−µ
= µ µ µ µ δ

π ∫ , (9) 

 где 
 

( ) ( ) ( )
0,52 2 2

q p q p q p
a

x y z

x x y y z z
R

 − − − = + + µ µ µ 
 

. (10) 

 Учитывая, что 1A A= µ , нетрудно заметить, что условие 1div A 0≡ , с помощью которого из (6) по-
лучено (7) будет выполняться, если  
 

i

p
q p

aV

dV
div 0

R
δ =∫  (11) 

 Если 
2 2div 0 a bδ = + в объёме iV , что следует из уравнения (1), то равенство (11) будет тождест-

вом при  любой дифференцируемой функции помещенной на место 1
aR−   [3]. Таким образом, формула 

(9) действительно даёт решение уравнения (6), через которое могут быть выражены векторыB  и H  в 
уравнениях (1)–(4). В частности, для вектора напряженности 1

aH rot A−= µ  получаем формулу 
 

( ) i

p
q p0,5 3

aVx y z

, r1H dV
R4

 δ =
π µ µ µ

∫  (12) 

где q p q p q pr i (x x ) j(y y ) k(z z )= − + − + − , а функция aR  определяется формулой (10). Для линейного тока 
силой I  в замкнутом контуре l формула (12) принимает вид:  
 

( )
  =

π µ µ µ
∫

p,
q p0,5 3

ax y z

d l r1H dV
R4

 (13) 

Данная формула выражает закон Био-Савара-Лапласа для однородной анизотропной среды. 
 При построении ИУ будет использоваться формула, аналогичная (9): 
 

( )
−µ

= µ µ µ µ
π ∫
10,5 p

q 0 x y z p
aS

dS
A i

4 R
 (14) 
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где ji  -плотность поверхностных токов.   
Для расчета магнитного поля в кусочно-однородной анизотропной среде кроме векторного по-

требуется и скалярный потенциал. Дифференциальное уравнение для него получается из уравнений 
(3) и (4): 
 2 2 2

x y z2 2 2 0
x y z

∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ
µ + µ + µ =

∂ ∂ ∂
 (15) 

 Фундаментальным решением данного уравнения является функция 1
aR− , где aR   определена фор-

мулой (10). Если считать, что в некоторой области изотропной среды V расположены объемные маг-
нитные заряды с плотностью ρ , то действуя также, как и при выводе (9), можно найти: 
-  выражение для  потенциала объемных зарядов в анизотропной среде:  
 

( )
p

q p0,5
aVx y z

dV1
R4

ϕ = ρ
π µ µ µ

∫   

- и аналогичное выражение для потенциала простого слоя зарядов, распределенных на поверхности S : 
 

( )
p

q p0,5
aSx y z

dS1
R4

ϕ = σ
π µ µ µ

∫  (16) 

Отметим, что потенциал (16) удовлетворят  уравнению (15) всюду вне S . 
 Рассмотри теперь методику построения ИУ, используя следующую модельную задачу. Постоян-
ные токи с заданной плотностью 0σ  расположены в неограниченной области eV  анизотропной среды 
с диагональным тензором магнитной проницаемости ae 0 eµ = µ µ   (рис. 1). 

 
Рис. 1. 

 
  Внутренняя ограниченная область iV  также заполнена анизотропной средой с диагональным тензором 
проницаемости ai 0 iµ = µ µ   ( i eµ ≠ µ ). Постоянные токи локализованы в области 0 eV V∈ . Вектора i eH ,H  вто-
ричного поля, вызванного вторичными источниками на S , должны подчиняться уравнениям: вектор eH – 
уравнению (1) в области 0V  и уравнению (3)  в области e 0V V− ; вектор iH – уравнению (3) в области iV . 
Вектор B  во всем пространстве, исключая S , должен удовлетворять уравнению (2). 

На границе раздела сред должны выполняться условия непрерывности касательных составляю-
щих, векторов напряженности полного поля: i i 0iH H H′ = + , e e 0eH H H′ = + . Вектор 0iH  поля заданных то-
ков  определен только в области iV  при условии, что все пространство заполнено однородной анизо-
тропной средой с тензором aiµ , аналогично вектор 0eH  определен только в области eV  при условии, 
что все пространство заполнено анизотропной средой с тензором aeµ . Согласно данному представле-
нию внешнего поля, касательные составляющие векторов вторичного поля должны подчиняться гра-
ничному условию 
 

e i 0i oen,H H n,H H   − = −     (17) 

Кроме того, на поверхности S  должны быть непрерывны нормальные составляющие индукции 
полного поля i eB ,B′ ′ . Это даст еще одно граничное условие 
 ( ) ( )e e i i i 0i e oen, H H n, H Hµ − µ = µ − µ  (18) 
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Для построения ИУ в данной задаче  необходимо применять метод разделения областей, в соот-
ветствии с которым в каждой из областей  i eV,V  следует использовать специальные представления 
для векторов поля i eH ,H . В области eV  искомый вектор представим в виде e eH rot A= , где eA  опреде-
лим формулой (14). В результате 
 

p e
eq p3

e aeS

i ,r1H dS
4 m R

  =
π ∫  (19) 

где ( ) 0,5
e xe ye zem = µ µ µ ; aeR  – определено формулой (10) при x xeµ = µ , y yeµ = µ , z zeµ = µ , ex x= , ey y= , 

ez z= . 
 В области iV  вектор iH  определим как градиент потенциала (16): 
 1

i
iq p p3

i aiS

rH dS
4 m R

−µ
= σ

π ∫  (20) 

где ( ) 0,5
i xi yi zim = µ µ µ , aiR  – определено формулой (10) при x xiµ = µ , y yiµ = µ , z ziµ = µ , ix x= , iy y= , 

iz z= . 
  В выражениях (19), (20) вектора i eH ,H  определены вне S . Чтобы использовать граничные условия 

(17), (18), необходимо найти предельные значения выражений ( ) ( )e i e e i in,H , n,H , n, H , n, H    µ µ     на по-

верхности S . Будем считать, что  точка q  находится на нормали к поверхности S  в области eV (вне S ). 
Считая S  поверхностью Ляпунова [4], рассмотрим выражение  
 

q p e
q eq p3

e aeS

n i , r1n ,H dS
4 m R

      =  π ∫  (21) 

 Используя формулу ( ) ( )a b,c b a,c c a,b   = −   , где a,b,c – произвольные векторы, приведем (21) к 

виду 
 ( ) ( )q pq e

q eq p p e p3 3
e eae aeS S

n , in , r1 1n ,H i dS r dS
4 m 4 mR R

  = −  π π∫ ∫  (22) 

 
Второй член в данном выражении  при q S∈  является несобственным интегралом, что можно пока-

зать с помощью теории потенциала [4]. В первом члене произведем замену переменных: e
1

xe

xx =
µ

, 

e
1

ye

yy =
µ

, e
1

ze

zz =
µ

, в результате  чего он примет вид 

 ( )
1

1q 1
1p p13

1S

n ,R1 i dS
4 Rπ ∫   

где индекс «1» указывает на использование координат 1 1 1x ,y ,z ; а 

( ) ( ) ( )
0,52 2 2

1 1q 1p 1q 1p 1q 1pR x x y y z z = − + − + − 
 

. Данное выражение является производной по нормали по-

тенциала простого слоя с плотностью 1pi . Его предельное значение на S  известно [4]: 
 ( ) ( )

1 11

1q 1 1q 11q
1p p 1p p3 3

1 1S Sq S

n ,R n ,Ri1 1i S i dS
4 2 4R R

→

= +
π π∫ ∫  (23) 

Возвращаясь к переменным e e ex ,y ,z  и подставляя полученные выражения в (22), получим, что 
на S  
 

q p eq
q eq p3

e aeS

n i , ri 1n ,H dS
2 4 m R

      = +  π ∫  (24) 
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 Предел выражения in,H    на поверхности S , где вектор iH  представлен формулой (20), является 

сингулярным интегралом, существующим в смысле главного значения [5]. В итоге, подставляя полу-
ченные выражения для in,H   , en,H    в граничные условия (17), получаем первое из искомых инте-

гральных уравнений: 
 −    µ      + − σ = − π π∫ ∫

1q p e q ie
q p p p q 0iq oeq3 3

e iae aiS S

n i , r n , r1i dS dS 2 n ,H H
2 m 2 mR R

 (25) 

Для построения второго интегрального уравнения необходимо вычислить предельное значение 
на S  выражения ( )i in, Hµ , где iH  определено формулой (20). Действуя так же, как и при выводе (23), 

получим, что на S   
 

( ) ( )q ip
q i i p p3

i aiS

n , r1n , H dS
2 4 m R

σ
µ = − + σ

π ∫  (26) 

Предел на S  выражения ( )e en, Hµ , где eH  выражено формулой (19), является сингулярным интегралом. В 

результате, подставляя ( )i in, Hµ  и (24) в граничное условие (18), получаем второе интегральное уравнение: 
 ( ) ( ) ( )

   µ   σ − σ − + = µ − µ
π π  

∫ ∫
q i p eq i

p p 1 p p q i 0i e 0e3 3
i eai aeS S

n i , rn , r1 1k dS dS 2 n , H H
2 m 2 mR R

 (27) 

Уравнения (25), (27) образуют искомую систему ИУ для решения данной модельной задачи. К ядру 
первого интеграла добавлена константа 1k , что равносильно выполнению условия 
 

p p
S

dS 0σ =∫  (28) 

которое необходимо для единственности решения системы (25), (27). 
 Чтобы доказать единственность решения (25), (27), что необходимо для ее численного решения, по-
ложим правые части равными нулю и покажем, что полученная однородная система будет иметь только 
нулевое решение. Отметим вначале, что краевое условие (18), из которого было получено уравнение (27), 
после добавления константы 1k  к ядру первого интеграла может быть переписано в виде 
 ( ) ( )1 0

ae e ai i p p ai 0i ae 0e
i S

kn, H H dS n, H H
2 m
µ

µ − µ − σ = µ − µ
π ∫   

Проинтегрируем данное равенство по S . Учитывая, что at e e eH B rot Aµ = = ,  i iH = −∇ϕ ,  

i i
0 xi 0 zidiv 0

x z
∂ϕ ∂ϕ µ µ + µ µ = ∂ ∂ 

   

согласно (15), после применения теоремы Гаусса получаем условие (28), которому будет удовлетво-
рять любое решение (27). Иными словами, при анализе системы (25), (27) можно рассматривать 
уравнения без учета константы 1k , но при дополнительном условии (28). 

Перепишем однородное условие (17) в следующем виде: [ ]1
ai e in, rot A n, 0− µ + ∇ϕ =  . Умножим его 

скалярно на eA  и после циклической перестановки в смешанном векторном произведении и интегри-
рования по S   получим 
 ( ) ( )1

ae e e i e
S S

rot A ,A n dS ,A , n dS 0−   µ + ∇ϕ =  ∫ ∫  (29) 

Применяя теорему Гаусса для первого члена, найдем 
 ( ) ( ) ( )

( ) ( )

− − − µ = − µ + µ = 

= µ µ + µ + µ =

∫ ∫ ∫

∫ ∫
e e

e e

1 1 1
ae e e ae e e ae e e

S V V

2 2 2
0 xe ex ye ey ze ez e e

V V

rot A ,A n dS rot rot A ,A dV rot A ,rot A dV

H H H dV B H dV
 (30) 

Здесь было использовано векторное тождество ( )div a,b brota arotb  = −   и уравнение 
1

ae erot rot A 0−µ = . Второй член в (29) может быть преобразован следующим образом: 
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 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

 ∇ϕ = ϕ − ϕ = − ϕ = − ϕ = 

= µ µ + µ + µ =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
e

i i

i e i e i e i i i i
S S S S V

2 2 2
0 ix ix iy iy iz iz i i

V V

,A n dS rot A ,n dS rot A ,n dS B dS div B dV

H H H dV B ,H dV
 (31) 

В результате, складывая (30), (31), согласно (29), получим 
 ( ) ( )

e i

e e i i
V V

B H dV BH dV 0+ =∫ ∫   

Подынтегральные выражения в каждом члене данного равенства неотрицательные (они выража-
ют удвоенную плотность энергии магнитного поля) и поэтому i eH 0,H 0= = . В области iV  вектор iH  
определен равенством i iH = −∇ϕ ; и поэтому i 1c constϕ = = . При этом следует учесть, что iϕ  является 
потенциалом простого слоя, согласно формуле (16). Определим его в области eV , считая, ее запол-
ненной магнитной средой с тензором проницаемости aiµ . Переходя к координатам 1 1 1x ,y ,z , можно 
показать, [5] что полученный потенциал (обозначим его eϕ ) при условии (28) будет равен нулю. По-
скольку плотность простого слоя на S  определяется разностью нормальных производных потенциа-
лов iϕ  и eϕ  на S , приходим к выводу, что 0σ = . В результате, вместо уравнения (25),  правая часть 
которого равна нулю, получаем уравнение 
 

q p e
q p3

e aeS

n i , r1i dS 0
2 m R

    + =
π ∫  (32) 

Необходимо проверить, имеет ли данное уравнение ненулевые решения. Ранее было установле-
но, что e eH rot A 0= = . Будем считать, что все пространство заполнено однородной средой с тензором 
проницаемости aeµ   и определим вектор iA  в области iV  согласно формуле (14). При условии 

Sdiv i 0= , которое  следует из уравнения (32), irotH 0′ = [6]. Кроме того, e idiv H 0′µ = , и поэтому вектор 

iH′  можно определить формулой i iH′ ′= −∇ϕ . Потенциал i′ϕ  будет удовлетворять  в iV  уравнению (15). 
Поскольку eH 0= , то на внутренней стороне S  согласно краевому условию (18) (при 0i aeH H 0= = )   

                                                                  inB 0′ =  или   ( )e in, 0′µ ∇ϕ =                                                          (33) 

Далее воспользуемся формулой 
 ( )i e i i e i i e idiv div ,′ ′ ′ ′ ′ ′ϕµ ∇ϕ = ϕ µ ∇ϕ + ∇ϕ µ ∇ϕ  (34) 

Первый член справа в этой формуле, согласно (15), равен нулю. Считая функцию i′ϕ  дифферен-
цируемой везде в iV , интегрируя (34) по объему и применяя теорему Гаусса, можно показать, что 

i ic const′ϕ = =  и iH 0′ = . Разность касательных составляющих iH′  и eH  на S  равна i , отсюда вытекает, 
что i 0=  и уравнение (32) имеет только нулевое, а система (25), (27) – единственное решение. Одна-
ко этот вывод справедлив только для односвязных областей, в которых любой замкнутый контур 
можно стянуть в точку. Для многосвязных областей данный вывод не имеет места.  

 
  

 
Рис. 2. 

 

Рассмотрим, например, тороидальную катушку с равномерно и плотно намотанной обмоткой, 
которая может служить приближенной физической моделью данной краевой задачи. Поле вне такой 
обмотки можно считать равным нулю, но внутри нее оно нулю не равно. Циркуляция вектора iH  по 

il

enin  

el
1S
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любому замкнутому контуру внутри обмотки равна числу ампер-витков. Применительно к данной 
задаче это равносильно следующей цепочке равенств: 

                                           
1 i i

i i i i n
l l l

Hd l d l i dl I 0+ −′ ′ ′ ′= − ∇ϕ = ϕ − ϕ = = ≠∫ ∫ ∫                                      (35) 

где 1l  – любой замкнутый контур, охватывающий S  изнутри; il  – контур такого же типа, лежащий на 
внутренней стороне S ; i i,+ −′ ′ϕ ϕ – значения потенциалов на противоположных сторонах вспомогатель-
ной поверхности 1S , пересекающей тор (рис.2); ni – нормальная к il  составляющая тока i . Из соот-
ношений (35) следует, что для того, чтобы поле внутри S  было равно нулю, необходимо условие 

        ( ) =∫
i

i
l

i ,n dl 0          (36) 

где in  – нормаль к il , лежащая в плоскости, касательной к S . Покажем, что данное условие достаточ-
но для того, чтобы поле внутри S  было равно нулю. 

Проинтегрируем (34) по области iV  с исключенной поверхностью 1S  и, применяя теорему Гаусса, 
получим 
 ( ) ( ) ( ) ( )+ −′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ϕ µ ∇ϕ + ϕ µ ∇ϕ − ϕ µ ∇ϕ = ∇ϕ µ ∇ϕ∫ ∫ ∫ ∫

1 1 i

i e i i e i i e i i e i
S S S V

,n dS ,n dS ,n dS , dV  (37) 

Согласно уравнению непрерывности e idiv 0′µ ∇ϕ =  на 1S  ( ) ( )e i e i,n ,n+ −′µ ∇ϕ = µ ∇ϕ . Кроме того, на по-
верхности S  нормальная составляющая вектора e i′µ ∇ϕ  равна нулю. Поэтому вместо (37) получим  

( ) ( )
1 i

e i i e i
S V

I ,n dS , dV′ ′ ′µ ∇ϕ = ∇ϕ µ ∇ϕ∫ ∫ . 

Согласно условию (36), I 0=   и поэтому iH 0′ = . Поскольку разность касательных составляющих 

iH′  и eH  на S  равна i , то i 0= , т.е. уравнение (32) на двусвязной поверхности S  не будет иметь не-
нулевых решений, что обеспечивает единственность решения системы (25), (27). Данный вывод 
справедлив, очевидно, при любой форме двусвязной поверхности S . 

При численном решении (25), (27) условие (36) целесообразно внести в уравнение (25). Отметим, 
что в условии (36) контур il , охватывающий S , может быть выбран произвольно в силу условия 

Sdiv i 0= [6], вытекающего из уравнения (25). Зафиксировав контур il , умножим (36) на 1 ik n , где 1k  – 
произвольный численный коэффициент, и сложим с уравнением (25): 

                            ( )
          + + + σ = − π π∫ ∫ ∫

i

q p e q i
q p 1 iq i p p q 0i 0e3 3

e iae aiS l S

n i , r n , r1 1i dS k n i,n dl dS 2 n ,H H
2 m 2 mR R

     (38) 

Данное уравнение и уравнение (27) образуют систему, решающую поставленную краевую зада-
чу. Чтобы в этом убедиться, перепишем (38) с учетом (17) в виде 

( ) [ ]
i

1 1
ae e iq i i q 0i 0e

l

kn, rotA n i,n dl n, n ,H H
2

−   µ + − ∇ϕ = −   ∫  

Умножим данное равенство векторно на n , затем скалярно на орт-вектор iτ , касательный к кон-
туру il , и проинтегрируем по il . В результате все члены, кроме содержащего интеграл, обратятся в 
нуль и данное соотношение сведется к условию (36). Таким образом, сумма уравнения (25) и условия 
(36) равносильна уравнениям (25) и (36), т.е. система (25), (27), (36) равносильна системе (38), (27). 
Если численное решение (43),(32) производится путём редукции к системе линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ), то процесс вычислений можно организовать  так, что добавление условия (36) к 
уравнения (25) будет равносильно добавлению одной или двух строк к матрице СЛАУ. 

В другом варианте данной краевой задачи, когда источники внешнего поля расположены в об-
ласти iV , искомая система уравнений может быть построена по той же методике. В области iV  на-
пряжённость вторичного поля  определяется как  1

i ai iH rot A−= µ ,  где 
1

pai
i p

i aiS

dS
A i

4 m R

−µ
=

π ∫  

В области eV  - e eH = −∇ϕ , где 
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p
e p

e aeS

dS1
4 m R

ϕ = σ
π ∫  

Формулы  для предельных значений i[n,H ]  и ae e(n, H )µ  на S имеют вид  

                                                               
q p iq

q i q p3
i aiS

n i , ri 1n ,H dS
2 4 m R

      = − +  π ∫                                                   (39) 

                                                                 ( ) ( )q eq
q ae e p p3

e aeS

n ,r1n , H dS
2 4 m R

σ
µ = + σ

π ∫                                               (40) 

 После подстановки выражений для 0 eH ,H  в граничные условия (17), (18) и использования соотноше-
ний (39),(40) получится следующая система уравнений, аналогичная по структуре системе (25), (27): 

                                   
−    µ      − + σ = − π π∫ ∫
1q p i q eae

q p p p q oi oe3 3
i eai aeS S

n i , r n , r1i dS dS 2 n ,H H
2 m 2 mR R

                       (41) 

( ) ( )

( )

1 q p iq e ai
q p p p3 3

e iae aiS S

q oi oe

n i , rn , r1 dS dS
2 m 2 mR R

2 n ,H H

−  µ  σ + σ − =
π π

= −

∫ ∫ (42) 

Данная система имеет единственное решение, если область iV  – односвязная. Интегральный опе-
ратор относительно σ  во втором уравнении в корректировке не нуждается, поскольку  интегральное 
уравнение внешней задачи Неймана имеет единственное решение. Если область iV  двухсвязная и ог-
раничена поверхностью тороидального типа, то нужно использовать дополнительное условие вида  

( )
e

e
l

i ,n dl 0=∫ , 

где el  – замкнутый  контур, лежащий на внешней стороне S; en  –  орт 

вектор нормали к el , лежащий в плоскости, касательной к S  (рис. 2). Данное условие обеспечивает 

равенство нулю  циркуляции вектора eH  по любому контуру, охватывающему поверхность S. После 
умножения на 1 eK n  оно должно быть  добавлено к уравнению (41),что обеспечит единственность ре-
шения системы (41),(42). 

В заключении можно отметить, что изложенный способ обеспечения единственности интеграль-
ных уравнений, предназначенных для расчёта магнитостатического поля, аналогичен приёмам по-
строения однозначно разрешимых интегральных уравнений  для расчёта электростатического поля. 
Если в электростатике для этой цели используются  интегральные условия, наложенные на заряды, то 
в данном случае – магнитостатике – интегральные условия, наложенные на  полные токи. Отличие, 
однако, состоит в том, что в электростатике характер дополнительных условий не зависит, в отличие 
от магнитостатики, от топологических свойств расчётных областей. 
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